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CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE EL ANALISIS «INPUT-OUTPUT>».

A finales del afio 1940 el profesor ruso-americano WASSILY
W. LeoNTIEF publicaba su libro titulado The Structure of Ameri-
can Economy, 1919-1939 (*), originado por sus investigaciones en
el National Bureau of Economic Research y merced al apoyo que
le prest6 el Commitee of Research in the Social Sciences. En una
segunda edicién, publicada diez afios mas tarde, se perfeccionaban
las ideas vertidas en la primera edicién, y en los Studies in the
Structure of the American Economy, publicado en 1953, colaboran
con LEONTIEF los profesores CHENERY, IsArD, FERGUSON y otros
econdémetras en la resolucién de diversos problemas planteados en
el analisis input-output, como los de analisis regional, agregacion,
analisis de algunos sectores y analisis dindmico, principalmente.

(*) Ha sido traducido al castellano por FaBrAn EsTAPE, con el titulo La estructura de
la economia americana, 1919-1939. Ed. José Maria Bosch, Barcelona, 1958.
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El contenido del analisis input-output, segin el propio LEoN-
TIEF, es «una aplicacién de la teoria del equilibrio econémicc ge-
neral a un estudio empirico de las interrelaciones entre las dife-
rentes partes de una economia nacional» (**). El instrumento ba-
sico del analisis es la Tabla input-output o tabla estadistica de
doble entrada, en cuyo encabezamiento y en su columna matriz
figuran las mismas rubricas (correspondientes a los sectores o
ramas de actividad en que se ha dividido la economia nacional);
estos sectores se dividen en dos grupos: sectores productivos
—o «industrias», en la terminologia de LEONTIEF— Yy seclores
finales.

Las Tablas desempefian por si mismas un importante papel en
el conocimiento estadistico de la economia al sefialar para un pe-
riodo de tiempo determinado —un afio generalmente— las trans-
acciones efectuadas entre los distintos sectores de la actividad eco-
némica; conocimiento estadistico que se complementa con el de
las cuentas de la Contabilidad Nacional, ya que mientras éstas
explican mas detalladamente los denominados sectores externos
de la economia —economias familiares, sector publico, comercio
exterior y formacién de capital—, las Tablas examinan mejor el
«sector empresas», constituido por el conjunto de los «sectores pro-
ductivos».

La utilidad primordial del andlisis inpuf-output reside en su
aplicacion para la previsién econdémica; para llevar a cabo este
proposito es preciso aceptar, entre otras, una hipétesis restrictiva:
la constancia de los coeficientes técnicos. Un coeficiente técnico
es el resultado de dividir la cifra de una casilla de la Tabla por
el total de la columna a que pertenece, y los correspondientes a
una determinada columna representan la cantidad que debe em-
plearse de los productos de cada sector productivo para oblener
una unidad de la produccién total del sector. Como la razén prin-
cipal para que varie un determinado coeficiente técnico estriba en
la posibilidad de mejora de la técnica, la hipétesis es admisible
siempre que la previsién no se refiera a un momento del tiempo
muy distante de aquél a que viene referida la Tabla.

Mediante una operacién matematica, la inversién de una ma-
triz deducida de la de los coeficientes técnicos, se pueden calcular
los efectos directos e indirectos que produce una variacién de la

(**) Ob, cit., pag. 13.



SECTOR F.A.0. EN LA TABLA “INPUT-OUTPUT* DE LA ECONOMIA ESPANOLA 9

demanda final —bienes y servicios adquiridos a los sectores pro-
ductivos por los sectores externos— en el sistema econémico. Se
puede calcular, por ejemplo, en qué medida ha de variar la pro-
duccion de cada sector para alcanzar un determinado nivel de
inversiones en construccién y obras publicas; de aqui se deduce
el indudable interés del método en los programas de desarrollo
econdmico.

LA TABLA «INPUT-OUTPUT» DE LA ECONOMIA ESPANOLA DE 1954.

En el ultimo afio de 1958, el Instituto de Estudios Politicos pu-
blic6 la primera Tabla input-output de la economia espaiio-
la (***). Viene referida al afio 1954 y las cifras que figuran en
ella corresponden a millones de pesetas corrientes. Se divide en
28 sectores productivos y cuatro sectores finales. En una Tabla
rectangular se dividen los primeros en subsectores, de acuerdo con
la clasificacién presentada en el Cuadro nim. 1:

CUADRO NUM. 1

SECTORES SUBSECTORES

1. Cereales y legumi- Trigo. - Cebada. - Centeno. - Maiz. - Arroz. - Otros

nosas. cereales. - Leguminosas. - Paja.
2. Olivo. Olivo.
3. Vid. Uva para vino y otros productos de la vid.-Uva

consumo directo y pasas.
4. Frutos y otros pro- Frutos frescos. - Frutos secos. - Hortalizas. - Remo-
ductos agricolas. lacha azucarera y caiia de azdcar. - Patata y tu-
bérculos. - Tabaco. - Forrajes y prados. - Condi-
mentos. - Plantas textiles y oleaginosas. - Planto-
nes, flores y herboristeria.

5. Montes. Madera. - Lefia. - Carb6n vegetal. - Corcho en bru-
to. - Materias curtientes. - Productos forestales
varios.

6. Pesca. Pesca en agua salada. - Pesca en agua dulce.

7. Productos animales. Ganado bovino. - Ganado ovino. - Ganado cabrio. -
Ganado equino. - Ganado porcino. - Avicultura y
cunicultura. - Apicultura. - Gusano de seda.-
Caza.

(***) Instituto de Estudios Politicos: La estructura de la economia espafiola. Tabla
“input-output”. Madrid, 1958,
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SECTORES

SUBSECTORES

8. Carbones minerales.
9. Minas y canteras.

10. Conservas.

11, Industrias alimenta-
rias.

12, Bebidas y alcoholes.

13. Industria textil.

14. Piel y calzado.

15. Industrias interme-
dias de la madera,
corcho y papel.

16. Industrias de la ma-
dera, corcho, edi-
torial, goma, etc.

17. Industrias quimicas.

Antracita. - Hulla. - Lignito.

Minerales metalicos. - Canteras y tierras. - Minera-
les no metalicos.

Leche condensada y en polvo. - Conservas de pes-
cado en aceite y escabeche. - Aceituna adereza-
da. - Conservas vegetales.

Azucar. - Salazones y secado de pescado. - Indus-
trias lacteas. - Aceite de oliva y subproductos. -
Extraccion de aceite de orujo y desdoblamiento
de aceites y grasas. - Pieles en bruto. - Pastas y
pasteleria. - Cacao, chocolate, turrones y cara-
melos. - Tostaderos de café y sucedaneos. - He-
lados. - Fabricas de harinas. - Molinos de cerea-
les panificables y piensos. - Molinos arroceros. -
Fabricas de purés y harinas industriales. - Pien-
sos compuestos. - Fabricas de pan. - Tabaco ela-
borado. - Carnes y subproductos. - Industrias
carnicas y grasas animales. - Industrias alimen-
tarias diversas.

Cerveza y malta cervecera. - Industrias vinicolas
y sidrerias. - Bebidas alcohoélicas, espirituosas,
gaseosas y zumos. - Alcoholes vinicos. - Alcoho-
les de melazas. - Aguas minero-medicinales en-
vasadas.

Algodén. - Lana. - Seda. - Fibras celul6sicas y arti-
ficiales. - Fibras duras. - Confeccion,

Industrias del curtido. - Calzados y manufacturas.

Preparado y aserrado de la madera. - Carpinteria
y tratamiento de la madera. - Primera transfor-
macién del corcho. - Fabricacién del papel y
pastas para papel.

Fabricaciéon de muebles y articulos de madera. -
Manufacturacion del corcho. - Fabricacion de ar-
ticulos de caucho. - Prensa, artes graficas y ma-
nufacturados de papel.

Destilerias de glicerina y refinerias de aceite. -
Jab6n comin. - Aceites y grasas hidrogenadas,
margarinas y grasas concretas. - Acidos, bases
y sales. - Metaloides y frio industrial. - Abonos. -
Quimica organica. - Quimica farmacéutica. - Ce-
ras y parafinas. - Hidratos de carbono. - Plasticos.
Explosivos. - Resinas. - Perfumeria. - Colorantes.
Insecticidas. - Aceites y grasas industriales. - Fa-
bricacién de curtientes vegetales.
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SECTORES

SUBSECTORES

18, Metalurgia y side-
rurgia.

19. Industrias mecéni-
cas.

20. Industrias de mine-
rales no metali-
€os.

21, Construceién y
obras publicas,

22, Gas y otros deriva-
dos del carbén y
refinerfas de pe-
tréleos.

23, Energia eléctrica.

24, Distribucidén de
agua,

25. Servicios industria-
les y personales.

26. Transportes.
27. Comercio.

28. Hostelerfa y simi-
lares.

Siderurgia. - Metalurgia no férrea. - Chatarra.

Maquinaria industrial. - Maquinaria y material
eléctrico. - Construccién naval, aérea y material
de guerra. - Material ferroviario. - Industrias me-
talicas de la construccién, - Transformacién ¥y
manufacturas férreas, - Transformacién y manu-
facturas no férreas. - Automoévil.

Cementos y cal hidraulica. - Derivados del cemen-
to. - Ceramica. - Vidrie. - Piedras y tierras.

Edificacién y obras publicas. - Reparaciones,

Destilacién de carbén y madera, - Lubricantes, -
Industria del gas.-Petréleos y derivados. - Co-
que metaltrgico. - Aglomerados de carbén.

Energia eléetrica.
Dijstribucién de aguya.

Banca y ahorro. - Seguros. - Especticulos. - Comu-
nieaciones. - Alquileres de edificios. - Otros ser-
vicios.

Ferrocarriles. - Metro y tranvias. - Carretera y ur-
bano. - Maritimos. - Aéreos. - Traccién animal.

Comercio interior,

Hostelerfa y similares.

Los cuatro sectores finales son: Comercio exterior (Exportacio-

nes en la columna e Importaciones en la fila) ; Gobierno (Consumo
en la columna e Impuestos directos e indirectos en la fila); For-
maci6én bruta de capital privado y Economias familiares (Consumo
en la columna y Rentas y amortizaciones en la fila).

El criterio de valoracién utilizado en la elaboracion de la Tabla
espaiiola ha sido el de precios del productor, por lo que se han
imputado los gastos de transporte y margenes comerciales al sec-
tor consumidor y no al productor de la mercancia. La recogida de
informacién basica se realizé a través del Servicio Sindical de Es-
tadistica, y en la etapa de depuracion de los datos se contrastaron
las dobles cifras que fueron obtenidas para cada casilla proceden-
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tes de dos fuentes de informacién distinta: la del sector para el
que esta casilla era una cifra de compra, y la de aquél para el cual
era una cifra de venta. Los trabajos de inversion de la matriz se
efectuaron en el «cerebro electrénico» del Instituto de Calculo
de Roma. ‘

EL sector F. A.O. EN LA TABLA «INPUT-OUTPUT>,

El Instituto de Estudios Agro-Sociales, en el Informe provisio-
nal para la F. A. Q. sobre «Proyecto de fomento para la region
mediterranea. Espafia», incluye una Tabla input-oufput, Tabla I,
deducida de la Tabla input-output de la economia espaiiola. Me-
diante la agregacién de los Sectores agricolas (1, 2, 3 y 4), Mon-
tes (5), Pesca (6), Productos animales (7), Conservas (10), Indus-
trias alimentarias (11) y Bebidas y Alcoholes (12), se ha obtenido
un nuevo sector, denominado «Sector F. A. O.», por ser practica-
mente estas actividades econémicas las que encuadra esta Orga-
nizacién Internacional de la Alimentaciéon y la Agricultura. Asi-
mismo, los sectores de Carbones (8) y Minas y Canteras (9) se han
agrupado en el que aqui se denomina «Industrias extractivas»; con
los sectores de la Industria Textil (13) y de la Piel y Calzado (14)
se ha formado el de «Piel y Textil»; los sectores 15, 16 y 17, que
comprenden las industrias de la madera, corcho, papel, caucho
y quimicas, constituyen el nuevo cuarto sector; el de «Otras in-
dustrias manufactureras» ha resultado de la agregacion de los sec-
tores: Metalurgia y siderurgia (18), Industrias mecéanicas (19) e
Industrias de minerales no metalicos (20); se ha conservado con
el nombre de «Construccién» el sector 21 de la Tabla espaiiola;
el nuevo sector de «Energia» estd formado por los sectores de
Gas y otros derivados del carbon y refinerias de petréleo (22),
Energia eléctrica (23) y Distribucién de agua (24); el sector de
Servicios industriales y personales (25) se ha agregado al de Hos-
teleria (28) para formar el nuevo sector de «Servicios»; y, por
tltimo, se ha elaborado un solo sector para comprender el Comer-
cio interior (27) y los Transportes (26). No se han modificado los
sectores finales, salvo en lo que afecta a la natural agregacio6n.

Leyendo horizontalmente, para cada uno de los nuevos sec-
tores productivos de la Tabla I se tiene, en primer lugar, las ven-
tas del sector a los demas sectores productivos y, en segundo tér-
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mino, las ventas a los empleos finales de bienes y servicios, o sea
a la exportacién (10), al Gobierno (11), a la formacién de capi-
tal (12) y a las economias familiares (13). Asi, al sector productivo
que mas vende el sector F. A. O. (1) es al propio sector —esta venta
se suele denominar reempleo y su enorme cuantia, en este caso,
esta justificada por las ventas de la agricultura a las industrias
alimentarias y de bebidas—; las ventas al sector «Servicios» (8)
ocupan el segundo lugar, en virtud del consumo de productos ali-
menticios y bebidas que hace la Hosteleria, y también tienen cierta
importancia las ventas a «Quimica, madera, corcho, papel y cau-
cho» (4) y a «Piel y Textil» (3); las ventas al sector «Comercio ex-
terior> alcanzan mas del 50 por 100 de las exportaciones totales
de Espafia en 1954; las ventas al Gobierno (11) son mas del 14 por
100 de los gastos totales del Estado —por suministros a los ejér-
citos principalmente—; al sector de «Formacion bruta de capi-
tal> (12) sale la repoblacién forestal, las plantaciones de arboles
frutales y olivos y las crias de los animales nacidas en el afio y
no sacrificadas; el consumo de las «Economias familiares» (13)
méas importante es el de los productos del sector F. A. O. —67,5 mi-
les de millones de pesetas en 1954—, y esto sin tener en cuenta
que la mayor parte de la salida de Servicios (8) a «Economias
familiares» procede de Hosteleria. Sin embargo, de los 203,2 miles
de millones de pesetas corrientes que, a precios del productor,
vale la produccién bruta total del sector F.A. 0. en 1954, sola-
mente 86,8 miles de millones es absorbido por la demanda final,
mientras 116,4 miles de millones son ventas a los sectores pro-
ductivos.

La lectura vertical de un sector de la Tabla I nos dice, en pri-
mer término, las compras del sector a los nueve sectores produc-
tivos y, en segundo término, las importaciones de materias primas
—si se trata de un sector productivo— o de bienes de consumo
__si se trata de un sector final— requeridas por el sector (fila 10);
los impuestos pagados por el sector (fila 11) y las rentas pagadas
a los factores de la produccién (trabajo, capital, empresario), ade-
mas de las amortizaciones —gastos de depreciacién y renovacién
del equipo capital—. Para el sector F. A. O. las compras al propio
sector, 94,7 miles de millones de pesetas corrientes, son las mas
importantes —por las razones expresadas al hablar del «reempleo»,
en el caso de las ventas—, siguiéndole en importancia las com-
pras de servicios de Transporte y margenes comerciales (9), con

2a
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7,6 miles de millones; Servicios (8) —Servicios bancarios, seguros,
publicidad y servicios técnicos, principalmente—, con 4,4 miles de
millones; Quimica, madera, etc. (4) —abonos, principalmente—,
con 3,6 miles de millones; Piel y Textil (3) —saquerio, guarnicio-
neria, etc.—, con 1,8 miles de millones; Energia (7), con mil mi-
llones, aproximadamente; Construccién (6) —reparaciones, pues
las demas salidas de Construccién lo son integramente al sector de
Formacién de capital—, con 0,6 miles de millones, e Industrias
extractivas (2) —carbones y una pequeiia cantidad de sal comin—,
0,24 miles de millones. Las Importaciones (10) —abonos, hojalata
para las conservas, etc.— fueron de 3,6 miles de millones en 1954;
los agricultores y las fabricas de productos alimenticios y bebidas
pagaron al Gobierno impuestos (11) por un valor de 4,7 miles de
millones, y los sueldos y salarios, rentas de la tierra y del capital,
beneficios y amortizaciones (13) fueron de 79,6 miles de millones.

LA TABLA DE COEFICIENTES TECNICOS Y LA MATRIZ INVERSA.

Al objeto de poder realizar un analisis input-oufput elemental
se ha reducido la Tabla I a otra de seis seclores productivos,
Tabla II, en la que se han agrupado los sectores 2, 4 y 5 en un
«Sector industrial» y los 8 y 9 en un «Sector de servicios», perma-
neciendo invariables los otros cuatro sectores. Esta Tabla II se
presenta en miles de millones de pesetas y se agregan los sectores
finales para que sea mas facilmente manejable por el lector (aun-
que sin perjuicio de haber trabajado con las cifras de millones
de pesetas para los cdlculos que ahora se detallaran).

De la Tabla II se ha deducido la Tabla III de coeficientes téc-
nicos, en la que a cada casilla corresponde uno de tales coeficientes,
obtenido por division del valor de la correspondiente casilla de
la Tabla II por el total de su fila o columna (oufput o input total).

Por tanto, cada uno de estos coeficientes expresa la proporcion
de productos de un sector consumida por el que da nombre a la
columna; por ejemplo, el sector F. A. O. ha consumido el 46,6 por
100 del propio sector, el 2,5 por 100 de productos del sector In-
dustrial, el 0,88 por 100 de productos de piel y textil, el 0,3 por 100
de construccion, el 0,48 por 100 de energia, el 5,9 por 100 de ser-
vicios y el 43,3 por 100 de materias primas importadas, servicios
del Gobierno y rentas de trabajo, de capital, etc.
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Tasra II
Compras y venlas, en miles de millones de peselas, de 195%.
S
waquirentes oy
nes inter- Demanda (Produc-
Sectores 1 2 3 4 5 6 industria- final cion bruta
productores les total)
1. Sector F.A.O. .... 94,7 5,8 5,0 — 0,1 10,8 116,4 86,9 203,3
2. Sector industrial .. 5,2 34,7 2,3 13,2 2,5 7,8 65,7 36,5 102,2
3. Piel y textil....... 1,8 0,7 7,1 —_ — 1,0 10,6 24,1 34,7
4. Comnstruccién ..... 0,6 0,3 0,1 — — 1,7 2,7 30,3 33,0
5. Energia .......... 1,0 3,3 0,3 0,2 0,6 3,3 8,6 4,2 12,8
6. Servicios ......... 12,0 9,4 4,3 4,5 1,3 24,3 55,8 97,2 153,0
Total transacciones
interindustriales... 115,3 54,2 19,1 17,9 4,4 48,9 | 259,8 279,2 539,0
Total sectores finales. 88,0 48,0 15,6 15,1 8,4 104,11 2792 422 3214
INPUT TOTAL
(Gasto bruto total). 203,3 102,2 34,7 33,0 12,8 153,0 | 539,0 321,4 860,4
TasrLa III
Coeficientes técnicos.
1 2 3 4 5 6
Sectores Sector F.A.O. Sect. industrial Piel y textil Construccién Energfa Servicios
1 0,466 09 672 0,056 31 983 0,145 25 874 0,000 94 159 0,007 09 548 0,070 31 102
2 0,025 47 895 0,339 36 595 0,067 43 269 0,399 97 301 0,193 61 893 0,060 78 251
3 0,008 77 159 0,007 26 784 0,203 82 073 0,000 37 518 0,000 91 732 0,006 69 562
4 0,002 96 382 0,003 28 991 0,002 39 328 — 0,003 02 479 0,011 38 742
5 0,004 84 140 0,031 80 925 0,008 88 510 0,006 86 888 0,038 89 815 0,021 27 220
6 0,058 84 582 0,092 09 928 0,122 52 456 0,136 13 791 0,103 86 065 0,159 05 028
Sect. finales 0,433 00 170 0,469 84 794 0,449 68 490 0,455 70 343 0,652 58 468 0,680 50 095
TOTAL.. 1,000 00 000 1,000 00 000 1,000 00 000 1,000 00 000 1,000 00 000 1,000 00 000
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Si se designa por X,, X,, ..+» Xy al output total de cada uno
de los seis sectores productivos —203,3; 1022; ... ; 153,0 de la
Tabla II—; por xi; (,j=1,2, ..., 6) el valor que en la Tabla II
toma la casilla de la fila i y columna j;ypor D, D, ..., D, los
valores de la columna encabezada por «<Demanda finals, se tienen
las seis igualdades:

$11+wu+---+wxs+D1=X|
1},1+x23+...+225+D2=X2
[1] . . N . .

Loy + g2 + ... + Zes + Do = X,
Si se denomina el coeficiente técnico de la casilla correspon-

diente a la fila i-ésima y columna Jj-ésima, de la Tabla III, por Cij,
se tiene:

(2] 6 = 6 Ty = ¢y X;

por cuya razon las igualdades [1] pueden escribirse en la forma:

D1=(l—011)X1_012 Xg—...—clsXe
Dy= —e¢y Xi+ (1 —cu)Xa— ... —ciXe

[3] . . . . .
Ds= — Ce¢1 X1_062 Xg—...+(1—cse)Xa

que es un sistema de seis ecuaciones con seis incégnitas, X, X,, ...,
X, el cual puede resolverse en funcién de los pardmetros D,, D,,
-+ +, Dg, a partir de la ecuacién matricial:

1—ciu —cre... =~ Cis X; D,
—'0211_‘022--- — Cgg Xg D’

4] D Sl E
T Cgr T Cge ... 1—066 Xa Dg

o, en forma abreviada:

(5] C.X=D;
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premultiplicando ambos miembros por la matriz inversa de C, C-?,
se tiene:

[6] C-1C.X=C(-1D 6 X=C-'D

que puede expresarse en la forma:

Xl Cll Cll LI 016 -Dl

Xl Cil sz vee CSG D2
[7] : = . . . :

Xs Ce1Ces ... Cgs Dg

O sea:

X1=CIID1+013D9+... +C|eDe
XI=CHD1+C’gD3+..- +C;qu

(8] .

Xe=Ce1 D1+ Co2Ds+ ...+ Ces D¢

que permite determinar los niveles que debe alcanzar la produc-
cion bruta total de cada sector para una lista dada de la demanda
final.

El problema de invertir la matriz C no es un problema de facil
solucién practica por los métodos ordinarios de desarrollo de de-
terminantes, aunque se disponga de una maquina de calcular de
tipo Friden o Madas, por ejemplo, ya que sus elementos son ni-
meros de 5 cifras decimales y el producto de 6 de ellos es un
numero de 30 cifras decimales; como, por otra parte, habria que
desarrollar 36 determinantes de orden 5 y uno de orden 6, des-
arrollando por menores complementarios cada uno de los deter-
minantes seria necesario efectuar 1.416 productos de tres factores
—cada uno de ellos con 5 cifras decimales—, 12 de dos factores
y 36 divisiones, ademas de otro gran niimero de sumas y restas.

Por estas razones se ha procedido a resolver el problema em-
pleando un método de calculo directo, habiéndose elegido el de
Crout como mas abreviado. El fundamento de este método y los
calculos utilizados se exponen en el Apéndice matematico de este
trabajo, y merced a dicho procedimiento se ha obtenido la matriz
inversa que figura en la Tabla IV:
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TaBLa IV

Matriz inversa.

Secto- 1 Se?:(or 3 4 5 6
res  Sector FA.O.  [ndustrial Piely textil  Construccién Energfa Servicios
1 1,909 689 0,196 003 0,393 528 0,105 066 0,073 527 0,177 918
2 0,097 168 1,559 843 0,174 032 0,642 756 0,330 195 0,120 763
3 0,023 215 0,018 118 1,263 931 0,009 616 0,006 510 0,013 400
4 0,007 796 0,008 156 0,007 508 1,005 356 0,006 486 0,014 985
5 0,016 444 0,057 168 0,024 687 0,034 526 1,055 723 0,032 194
6 0,150 958 0,195 569 0,235 007 0,246 168 0,173 693 1,223 162

Una comprobacion de la exactitud de esta matriz inversa se
tiene al multiplicarla por el sector columna definido por las cifras
de la demanda final de la Tabla II, expresadas en millones de
pesetas —lo que puede obtenerse facilmente a partir de la Tabla I—,
0 sea por la matriz:

D, 86.824,50
D, 36.550,64
. Da ||| 24.070,64
Dy 30.247,43
Ds 4.231,83
D 97.249,35

El resultado de esta operacion es el que figura en la Tabla V,
y el total de cada fila es la produccién total —en millones de pese-
tas— del correspondiente sector, que coincide con el de las Ta-
blas II o I con error menor de una unidad.

TaBLA V

Produccién requerida de cada sector para satisfacer la demanda final.

Sectores 1 2 3 4 5 6 Progucsion
1. Sector F.A.O....165.807 7.164 9472 3.178 311 17.302 203.234
2. Sector Industrial. 8437 57.013 4.189 19.442 1.397 11.744 102222
3. Piel y textil...... 2.016 662 30.423 291 27 1303  34.722
4. Construecién .... 677 298 181 30410 28 1467  33.051
5. Energfa ......... 1428  2.090 594 1044 4468 3131 12755
6. Servicios ........ 13407 7.148 5656 7.446 735 118.951 153.043
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MEDIDA EN QUE DEBE VARIAR LA PRODUCCION DE CADA SECTOR
PARA QUE PUEDA AUMENTAR LA DEMANDA FINAL DE LOS PRODUC-
TOS DEL SECTOR F.A.(QO. EN UNA DETERMINADA PROPORCION.

Se deduce facilmente de las ecuaciones [7] y [8] que los va-
lores
C11D.,C12Dy ... Ci6Dsg

correspondientes a los de la primera fila de la Tabla V, represen-
tan, respectivamente, la produccién del sector F. A. O. requerida
para satisfacer la demanda final [9] de cada uno de los sectores;
es decir: los 86.824,50 millones de productos F.A.O. absorbidos
por la demanda final exigen 165.807 millones de la produccién de
dicho sector; los 36.550,64 millones de productos del sector Indus-
trial adquiridos por la demanda final requieren 7.164 millones de
la produccién del sector F. A. O.; ete.

Para determinar en qué medida ha de variar la producciéon de
cada sector ante una variacion dada de la lista de la demanda
final [9] hay que multiplicar la matriz inversa de la Tabla IV
por el nuevo sector columna deducido de [9]; mas concretamente,
si se desea estimar la produccién que ha de obtenerse de cada
sector para aumentar en una determinada proporcién la demanda
final del sector F. A. O. —por ejemplo, en un 5 por 100, un 10 por
100, ..., un 100 por 100—, los 86.824,50 millones se incrementaran
en dicho porcentaje, y al multiplicar la nueva lista de la demanda
final por la matriz inversa se obtiene cada una de las produccio-
nes pedidas.

Puede comprobarse, por este procedimiento, que para que
aumente en un k% la demanda final de productos del sec-
tor F. A.O. tiene que aumentar la produccién de cada sector en
la siguiente proporcién:

1. Sector F.A.Q............... 0,82 k %
2. Sector Industrial ........... 0,08k %
3. Piel y Textil .............. 0,06 k %
4. Construccién .............. 0,02k %
5. Energia ................... 0,11 k %
6. Servicios ......... R 0,09 k %

Estos resultados, que vienen representados —salvo el del pro-
pio sector F. A. O.— en el grafico nam. 1, muestran la dependencia
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del sector F.A.O. de cada uno de los demaés sectores; para du-
plicar, por ejemplo, la demanda final del sector F.A.O., este
sector debe aumentar su produccién en un 82 por 100; para el
sector de Energia tiene que aumentar su produccién en un 11 por
100; el de Servicios, en un 9 por 100; el sector Industrial, en un
8 por 100; el de Piel y Textil, en un 6 por 100, y el de Construc-
cién, en un 2 por 100.
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Este ejemplo muestra una posibilidad de aplicacion de la Ta-
bla input-output estudiada aqui, pero considero que las posibles
aplicaciones deben surgir al tratar de resolver los miultiples pro-
blemas que pueden plantearse al considerar la interdependencia
del sector F.A.O. con los restantes sectores de la economia na-
cional considerada como un todo. El objeto que me he propuesto
ha sido solamente el de facilitar el estudio de las cuestiones agro-
econémicas mediante el empleo de esta moderna técnica del ana-
lisis input-output.

APENDICE MATEMATICO

Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales por el método
de Crout.

Sea el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas:

@11 1+ Brs Xe + Ars s = ky
[11] Q31 Ty + A2 X2 + Bz T3 = k2
Qg1 &1 + @3z T2 + ass x3s = ks

dividiendo por a,, los dos miembros de la primera ecuacién, se
tiene:

(2281 Q12 (2% _ ki

— Xyt —— g =
11 (2381 a1y @11

que puede escribirse en la forma

[12] Ty + bis®s + bigxs = My,
en donde

—ow ok
[13] bie= 2, by = 2, = L,

Si se multiplican los dos miembros de [12] por a,, y se resta
miembro a miembro de la segunda ecuacién de [11], se obtiene la
nueva ecuacioén:

(@22 — @31 bys) X2 + (@25 — @21 bis) T3 = ks — @z m,y

que puede escribirse en la forma:

bae @y + (an — Qe bls) X3 = ks — g1 My
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y dividiendo ambos miembros por b,,:

[14] X3 + bes Tz = Mg,
en donde
Qs — Ag1 b ks — annm
[15] bas = Qs — A21 bu, bag = 28 2 718 y M2 = L 21 !
baz bae

Si se multiplican ahora los dos miembros de [12] por a,, y el re-
sultado se resta miembro a miembro de la tercera ecuacion de (111,
se llega a la ecuacion:

(asz — Qs bxz) xsz + (asu — as bls) xs = ks — as1 my

Y multiplicando por

[16] bss = asz — @31 b1

los dos miembros de [14] y restando miembro a miembro de la
ecuacién anterior, se tiene:

(asu — @31 bis — bse bza) @y = ks — @31 my — bss My,
de donde
ks — Qg1 my — baam
(17 €5 = 3 31 M1 82 a____mh
bss
tras hacer
[18] bgs = @gs — @s1 bis — bas bas.

Después de estos resultados es inmediato deducir que

XTg = M3 = Us
[19] Xy = my— basg Lz = M2 — bes Us = U2

@y = my— b2 @y — b1z s = M1 — D12 Uz — b1a Us = Uy,

siendo u,, u, y u, el conjunto de valores que satisface el sistema
propuesto.

Es posible encontrar una comprobacién de estos resultados a
partir de las siguientes sumas auxiliares:

§1= a1 + @12 + a3 + k1
[20]) $2== g1 + @22 + 23+ ke
$3= ag1 + ase + ass + ks
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Diviendo los dos miembros de la primera igualdad por a,,,
se tiene: ‘ ‘

8 a a a k
[21] tj=‘—l_=—’ll+£+“*i+_l=b12+b13+m1+l,
a1 @11 @11 @11 @y

Y por analogia con la ultima férmula de [15] y con la [17]:

sz"‘aut]_an+azz+a23+kg—azl(blg+b13+ml+l)_

t, =
2 bss bae

_ (@22 — @31 B1a) + (@25 — @21 b1s) + (k2 — @21 my) =1 - byy + ms

bae
S3— ags t; — Dse t
fp=2 Tm T Dsee [22]
bgs
_ (@81 + ase + ags + ks) —asi (brz + bis + my + 1) — bos (1+ bas + ms) =
bgs
— @1 bas — bsa bas) + (ks — ags my — b
_ (@33 — ag1 bis 53 bos) + (ks — @s my 52 Ms) =1+ m,,
: bss
ya que

(g2 — @31 b1z — b3y =0,
en virtud de [16].

Si se denomina:

va=tl =1+ mg=1+ ug

Vs =ty — bas s =1 bag + me— basg (1 -+ ) =1 + (mo—boaug) =1 + u,

V1 =1 — b1s Vs — b13 v3 = bys + bys + m1+1—b15(1+ug)—bm (1+us)=
=1+(m1—-b12ug-——b13u3)=1+u1

[23]

se puede tener una comprobacién de los resultados anteriores.
La generalizaciéon de este procedimiento a la resolucién de un
sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas es inmediata
y de ella se deduce una sistematizacién de los calculos anteriores,
que constituye el método de Crout para la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales por calculo numérico.
Si se considera el sistema de n ecuacién con n incégnitas:

A1 Tyt G2 @2+ ... F Qin T =k
Ao 1 F Ao o+ ... F o Ty = ke

[24]

An1 @t Au2e + ... F Qpp X = ka
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se disponen los coeficientes y términos constantes en la Tabla VI,
en donde también figura una columna de s;, tales que

n
[25] 8= Y ay+ ke
=1

TasrAa VI

Q11 Q13 .. . G1n Ky 8

Qg1 Ags . .. Aop k; 82

Qpy Bn2 s o s Onnkn 8a

A partir de estos valores pueden obtenerse los términos de la

TasLa VII
Q11 bis bys ... bin my
a2 bgz bgg PR bzn ms tg
(2231 bn bsa P bs,. ms ts
An1 bazbng .o bnn My its,
en donde
ayj kl 81 i
[26] by=—2, mi=—", fi=——= 3 b+ mi+1,
11 ai [2 231 j=2

de acuerdo con las férmulas [13] y [21];

bse= @ea — G2y bys

@35 — Gs1 by,

be; =
N bas
_ ka — g1 m_,
[27} Mme= bes
— i n
iy =fi_b%l-l= 2 by; + ma+1
22

i=3
bis = a2 — an bn(i=3,4, . .,n),
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que determinan los elementos restantes de la segunda fila y se-
gunda columna de la Tabla V1I, de acuerdo con las férmulas [15],
[22] y [16], respectivamente;

bs3= a3s — @31 b1g — b3z bas

__ Q53— ag1 b1y — b2 by

bs; =
& bss
m =k3—a31 m1— bgs me
[28] 8 bss
S3 ™ A31 tI bgs £2 >
g =——— 2[)3;'{"’"’03‘*‘1

j=4

bis = @3 — @it b1g — bz bag (i = oy )
que determinan los elementos restantes de la tercera fila y tercera
columna de la Tabla VII, de acuerdo con las férmulas [18], [17]
y [22] y determinadas generalizaciones.

En general, un elemento cualquiera del tipo b;;, o los que que-
dan a su derecha —en la misma fila— o por debajo —en la misma
columma de la Tabla II—, se calculan mediante las féormulas:

bit = @i — @it bii — bia bai — bis bar — ... — bs io1 bicy, 4
_ Qi @i by b bey— oo — by ia1 bicy,
bey =
b
_ki—ainmi—biame— ... — biyi—1 Moy
[29] me = bu
S—llft—bft_...—bi,'-t_ ”
t.— =i 141 242 . ]l’l= 2 b‘j+m‘+1
b |
j=i+l1
bji =as—apbii—bpbu—bpbs— ... = by -1 bioq, 4.
Los valores de x,, x,, ..., x, que satisfacen el sistema [24]

son los u,, u,, ..., u, de la Tabla VIII y su comprobacion puede

obtenerse a partir de los valores v,, v,, ..., v,.

Tapra VIII
ULt Us U3 . .« Uy
ViVaPVg... Vn

De acuerdo con las férmulas [19] y [23], se tiene:
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un =mn

YV, Tth=u,+1

Un=1 == Mn-1 — Bn-1,n Un

Va1 =lpoy — bn—l. nVn = Un—y + 1

Ui =My by a1 Uirr — b ira Wivs = ... — by, Un

Vi =l = b1 V1 — bise Vide = 0. — by n O =us + 1
U1 =m1 — b1s Us — bz us T eve— b1, a U,

1 =t —biave — bis v —...—b1,n0n=u1+1

Inversién de una matriz por el método de Crout.

Sea la matriz

(31]

y

(32]

Q11 12 Gy
Qg1 Q2233 || = @

QAg: Ugg Qg3

A1 Ays Ays
Az Ass Ass | = A
Agy Ags Ass

su matriz inversa. En virtud de la definicién de esta ultima, debe
verificarse que

aed=

[33]

@11 A1 + a1z Aoy + a4 A
@31 A1 + Qaz Azy + sy Ay
ast A1y + ags sy + ass Aa;

@11 Aig + @12 Age + 15 Age @1y Aig + Gy Ass + 15 Ags 100
21 Az + s Ass + ags Age A2y Aig + @2z Aag + agg Ags |=1010|= 1,
@s1 A1z + @ss Ase + ass Ase agy Ars + g Aos + agg Agg 001

en donde 1 es la matriz unidad. La igualacién, elemento a ele-
mento, de las matrices de [33] conduce a tres sistemas de ecua-
ciones idénticos —salvo los segundos miembros—, al sistema [11],
Yy cuyas incognitas son los elementos A;; de la matriz inversa [32].
Tales sistemas son:
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@11 A1 + @y Ay + agz Ay =1
[34] @31 Aiy + @3z Ay + azs Agy =0
@51 Ais + ass Aoy + ag3 Ay =0

a1y A1z + @13 Aze + @43 Age =0
(35] @z1 Aiz + @gs s + @95 A3 =1
@31 A1z + ass Ayp +- 33 A3s =10

@1 Ais + @12 Ags + @43 A3s =0
[36] @31 Ass + age A2z + a5 Ags =0
@s1 Aig + ass Avs + agg Ass =1

Cada uno de estos sistemas de ecuaciones puede resolverse por
el método de Crout acabado de explicar, pero los céilculos pueden
disponerse conjuntamente mediante una gencralizaciéon de la
Tabla VI, como ocurre en la Tabla IX, para el caso de una matriz
cuadrada de orden n.

TaBLA IX
A1y Q12 .. Aip 10...081
Qa; Q23 . .. A2y 01...083
Qni@nz..o.0nn 00 ... 1s,

En donde existen n columnas de términos constantes que se co-
rresponden con los segundos miembros de los sistemas de ecua-
ciones del tipo [34], [35] y [36]; de esta forma el problema se
reduce a resolver n sistemas de ecuaciones como el [24], en donde
los coeficientes de las incégnitas son los mismos para todos los
sistemas y el sector columna de los segundos miembros de cada
sistema son el (n + 1)-ésimo, (n + 2)-ésimo, ..., 2n-ésimo de la
Tabla IX.

Como el calculo de los elementos bi; de la Tabla VII es inde-
pendiente de los términos constantes, pueden hallarse estos valo-
res en la Tabla X por el mismo procedimiento anterior, pero ha-
brén de obtenerse n columnas de términos m;, con lo que dicha
Tabla X tendra n filas y 2n + 1 columnas.
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Tasra X
@13 b2 big o .o bin Mgy Mor ... Mgy by
sy b bag ... Dan My Mea .. . Mas by
@3y bas bgs ... ban M3 Meg ... Masg ts
Uny brebaz... Boun Myn Moy « . . PMonpbn

Si se designa por k,, al elemento de la columna (n + r)-ésima
y fila s-ésima de la Tabla IX, dichos elementos toman los valores

krr=1 'y k#uw=0 (r#s)

y a cada columna le corresponde otra columna de valores m,,
en la Tabla, que por analogia con las expresiones que definen el

valor de m; en [29] vendran dados por la férmula:

ks — Gry My — Dre Moy — DpsMmg, — ... — br. r=1 Mroy,,
br"

My =

El célculo de cada ¢; se efectiia como en la correspondiente férmu-
la de [29], teniendo en cuenta la generalizacién conveniente.

La Tabla XI —generalizacion de la Tabla VIII— es la trans-
puesta de la matriz inversa pedida, completada con una fila de
valores v,, v,, ..., v, calculada con fines de comprobacién.

TaBra XI
Uy Uiz - .. Urn
Ugy Ugg + + « Ugn
Uny Ung « o o Unp
V) Vg oo Uy

Un término cualquiera u;;, por ejemplo, tiene por expresion
—por generalizacién de la féormula de u;, en [30]—:

Uiy == Mg — by, j+1Us, j4r = By jreths, o2 — .« — By 0 Ui, w

La férmula de las v; es la misma de [30] y su calculo permite la
comprobacion de los valores calculados de las u ;.
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En el caso de la matriz inversa presentada en la Tabla IV, las
Tablas IX y X han tomado los valores numéricos que figuran en
las Tablas IXbis y X bis; la Tabla numérica correspondiente a
la XI no se considera necesario publicarla, por tratarse de la ma-
triz transpuesta de la que figura en la Tabla IV.



